Komplexe Zahlen in der Dreiecksgeometrie
Edzard Salow

Die neun Punkte, die dem Neun-Punkte-Kreis eineseloks ABC den Namen geben, lassen
sich in drei Dreiecke aufteilen:
» das DreieckJVWder Seitenmitten voBC, CAundAB
» das Dreieck der Euler-Punkte, die durch SpiegelandJ, V undWam ZentrunN
entstehen
» das DreieclJ'V'W' der Ful3punkte der Hohen duhB undC.

Unser Interesse richtet sich hier auf den Zusamarembwischen den Dreiecken UVW und
U'V'W'. Er kann algebraisch besonders einfach nifelon komplexen Zahlen dargestellt
werden.
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0. Die komplexe Ebene

Wenn man in einer Ebene ein kartesisches Koordisgstem (NullpunkN) eingefiihrt hat,
kann man far Punkt@(xp|yp) und Q(xQ‘yQ) eine Addition durch

P+Q=(x, + yQ‘yP + yQ)
und eine Multiplikation durch

PO = (X D(Q ~Ye EyQ‘XP EyQ T Yp D(Q)
definieren, so dass das Kommutativgesetz, das fsgsmesetz und das Distributivgesetz
gelten. Die Addition ist eine Ubertragung der Ve&tidition imR?>. Die Zahlx, wird als

'Realteil vonP ' bezeichnet, abgekirzt B3 und y, als 'Imaginarteil vo® ', abgekurzt
Im(P).

Die Multiplikation wird verstandlich, wenn man dZahIenpaar(xP|yP) durch den Term
X, + Y, ersetzt mit einem Buchstabér(der sonst meist als kleines i geschrieben wird).
Berechnet man formal

(Xp +Yp O)HXq + Yo O)= X Xy +Yp Do DZD"'(XP Oyo +Yp ) O

und ersetzt > durch-1, so ergibt sich die oben eingefiihrte Multiplikeati

| =0+1[I ist dabei der Punkt (QL).

Definiert man diese beiden Rechenoperationen ®iRdinkte der Ebene, dann wird dadurch
die Menge der komplexen Zahlen in entsprechendeséVdargestellt wie die Menge der
reellen Zahlen durch die Zahlengerade (hier diecks®).E = (1 | 0) ist dabei das
Einselement undN = (0 | 0) das Nullelement. WenR ein Punkt der x-Achse ist, dann
identifiziert man ihn mit der Zahk, und schreibt statP [Q auchx, [Q.

Statt durch kartesische Koordinatefxp|yp) kann man einen PunkP auch durch

Polarkoordinater(rp|¢P) beschreiben. Dabei ist =X, + Yy, der Abstand des PunktBs
vom UrsprungN . Er wird '‘Betrag vorP ' oder 'Modul vonP ' genannt und auch durch
|xP +VYp D| bezeichnet. FUP # N ist ¢, der MaRBwert des Richtungswinkels vom Ortsvektor

NP, also der MaRwert des gerichteten Winkels, derdémkt wird, wenn man den Vektor
NE um N gegen den Uhrzeigersinn in die Richtung vNiP dreht. Man nenntp, auch
'‘Argument vorP ', abgekurztarg(P). Fir P =N ist r, =0 und ¢, undefiniert.

Der Begriff 'Betrag vor®' und 'Argument oder Richtungswinkel vBni ergibt nur innerhalb
des von uns zugrundegelegten Koordinatensystemsn e8inn, da der Betrag auf den
Koordinatenursprung bezogen ist und der RichtungjssViauf die x-Achse.

Der Ubergang von den Polarkoordinaten zu den kahes Koordinaten ist durch

(%01 Yp) = (1, [BOS@, ), 5inG , )= 1 ,0c0k , Fr I sin, I
gegeben. Mit den Additionstheoremen fir die Sinuet die Kosinus-Funktion ergibt sich
(%5 ¥p) Xy Yo) = (1:[80S@ . );1oL5ING o )Y Lcosh )i LI si
(r» COS@; )T, COSP, FT o SNk, B, Sl D5 COBG B) o S, H o CasLE), &)=
(ro M, [E0S@, + @) ;1 oM Osing .+ ¢, ).



Die Komplex-Multiplikation hat also folgende

GrundeigenschafZum ProduktP [Q gehort das Polarkoordinatenpdgy DTQ‘;z)P +9,) -

Diese Grundeigenschaft macht die Komplex-Multipiiga geometrisch interessant. Denn sie
hat zur Folge, dass die Abbilduiy— P[Q die Drehstreckung mit dem Streckungsfaktpr

und dem Drehwinkep, beschreibt, di&l als Fixpunkt hat. (Eine Drehstreckung ist eine
Hintereinanderschaltung einer Streckung und eimehing.)

Man verwendet an Stelle des Termseos@, )+r,[S5ing, YI im Anschluss an Leonhard
Euler (1707-1783) auch den Temy@'? , denn nach den Potenzgesetzen gilt dann
entsprechend der Grundeigenschafi = r, &% [}, (8% = O, 8“7

Ein weiterer geometris_cher Aspekt ergibt sich asis $piegelung eines Punktesan der x-
Achse. Das Spiegelbil® = (xP| - Yy,) wird 'konjugiert komplex' z#® genannt. Dabei gelten
die Rechenregelnm=l3+5 und ﬁ)=5[@. Es istr; =r, und ¢ =-¢,. Das
Produkt P[P ist der Punkt(x,” + yPZ‘O), wobei x,° +y,” das Quadrat des Betrags von
P ist. Wenn der Betrag 1 ist, ergibt sich fAtP der PunkiE = (1] 0). Fur beliebige® ist

iz [P das multiplikativ-inverse Element &) dai2 [P[P=E ist.
o Mo

Hilfssatz & 1. Fir jeden Punke gilt: RefP)= 0,5(P+ P und Im(P)=-0,5()P- A0
2. Furreelle Zahlen sist Re( [P +s[Q)= r[ReP }* sLJReQ und
Im(r P +s[Q) = rOm(P)+ sdm( Q
3. Re(P)= Ref undIm(P) = -Im(P)
4. Rep) ist genau dann Null, wenn es einen Puflgibt mit P = X - X.
5. Im(P) ist genau dann Null, wenn es einen Puftigibt mit P= X + X.
Beweis: 1.P+P = (x| ¥)+(x- y) = (2§ 0= Z)({ Cund
(P=P)O=((%| %)= (%|~ %) DOI= (0] 20y,)X4 1)= ¢ Dy 0}~ ZI(y O.
2. folgt ausr [P +s[Q= r{Re(P)+ Im(P)UI)+ sl{Re(Q} Im(QYlI)=
r (ReP )+sRe@Q H* ¢OImP ¢ sOIm(Q))XI.
3. folgt aus der Gleichun§ =Re(P)- Im(P).

4. P=0,50{P+ P)+ 0,5](P- P). Wenn Re®) Null ist, dannistP= X — X mit

X =0,5[P. Wenn es einen Punktmit P= X - X gibt, ist

ReP)= o,5(1x—7<+ﬁ§ = o,¢ X= X % >}= l

5. Wenn ImP) Null ist, dann giIP=I_3, alsoP= X+ X fur X =0,5[P. Wenn es
umgekehrt einen PunkX gibt mit P= X + X, dann ist

Im(P):—O,SE(]X+7(—( x+_>§ 0= 050 X+ X X A0k ( 0




Hilfssatz 2 P undQ seien beliebige Punkte. Dann tB'gGDED) gleich ¢, — ¢, . Der Realteil
von P[(I_Q ist X, (Ko +Yp Oy =T1p [, [€0S@P, — @, ) und der Imaginarteil

Ye D(Q — Xp EVQ =1p DrQ [$in(@ _¢Q)'
Der Beweis ergibt sich aus der GrundeigenschaftDeénition der Multiplikation und
daraus, das€ = (1. [toS@. )| r. 0sing.. ). fur jeden Punkt C gilt, also auch f@r= P [@Q.

Der Realteil vonP [Q ist nach Hilfssatz 2 das Skalarprodukt der Vektd\?l.é und WD, der
Imaginarteil ist die daraus (in dieser Reihenfolgedbildete Determinante. Geometrisch

gedeutet ist der Imaginéarteil das Doppelte deswteden Flacheninhalts vom Dreieck NQP.

Definition : Fur Punktd®, Q# R wird definiert: JQRP:=arg((P- R{ Q- R)

OQRP ist also der Wertg, .—¢, , des Malles vom orientierten WIink@RP. Es ist
OPRQ=arg((Q- R(P- B)=-arg(@ RI(P R=-arg(P B(Q B-0 Q

Hilfssatz 3 Die Geradey durchA undB (# A) steht senkrecht auf der Geradetiurch C
und D (# C ) genau dann, wenRe( B-A)D- C)) = 0ist.

Beweis: Die Gerade durdk und den PunkB - A ist namlich parallel zu g, und die dursh
und den PunkD - C parallel zu h. Die Behauptung folgt darum ausddiftz 2, da g und h
genau dann senkrecht zueinander stehen, wesf@,_, — ¢, . )= Cist. O

Nach Hilfssatz 3 und 1 sind g und h also genau datinogonal, wenn es einen Punkt X gibt
mit (B—-A(D-C)= X- X.

Hilfssatz 4 P, Q undV seien Punkte der komplexen Ebene. Egsei , g dle Parallele zu
NV durchP, W=VO undD=(Q-P) [V. Lsei der FuRpunkt des Lots vQraufg. Dann
gilt:

1. Der Betrag des Realteils vbn namlich ‘O,S[@ ((_Q—I_D)BH (Q- P)D\_/)‘ ist der

Abstand des PunktésvonP. Der Betrag des Imaginarteils vénist der Abstand des
PunktesQ vong.

2. Der Betrag des Realteils v@@ — P) [W ist der Abstand, de@ vong hat. Der Betrag
des Imaginarteils voiQ — P) [W ist der Abstand des Punkteson P.

3. L=0,50Q+ P+ (Q- P)DV?)= 0,54(Q+ P- (Q- POVH)

4. Das Bild von Q bei Spiegelung an g @t = (Q-P)DV2+ P=—(Q- POW + |
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Abb. 2

Beweis: 1. Die AbbildungX — X — P ist die Verschiebung, die in N Uberfihrt,Q inQ-P

undL in L-P. Die Abbildung X - X [Vist eine Drehung urly, dieV in E dreht. Darum
wird das DreieclPLQ durch die AbbildungX - (X - P)[V in ein dazu kongruentes Dreieck
NFD abgebildet, dessen Kathéi& auf der x-Achse liegt. Der Abstand, dewonL hat, ist

darum der AbstanB vonN, also der Betrag des Realteils von D, ném'Fe"F|0,5E(D +51 .

Der Betrag des Imaginarteils v@nist entsprechend der Abstand des PunitgsnL.
2.Wegenl I =1 I =1listwO=vOO=V, also

D =(Q-P)WI =Re((Q- PW)UH Im((Q- PWOi1=-Im(Q P W+Re((Q B WI.
Der Betrag des Realteils bzw. Imaginéarteils atimmt also mit dem des Imaginarteils
bzw. Realteils vor(Q - P) (W (iberein.

3. Die DrehungX - X[V dreht FinL-P.

Darum istL-P =0,5D +5)w , also wegerv V=1

L=0,50Q-P)IV+ (Q- PIV)OV+ P=0,5(Q P (G POY).

WegenW? = -V? ist dannL =0,500Q + P— (Q- P)DA?).

4. Q,=DIV+P=(Q- POV + F undW?=Vv?02=-V?, 0

Hilfssatz 4 ermdglicht es, mit Hilfe vON einen signierten Abstand von einer orientierten
Geraden g einzufuhren, also einen Abstand, die aeghtiv sein kann.

Definition: g sei die Gerade durch einen PuRktlie senkrecht zu dem VektdfW mit der
Lange 1 verlauft. Dann sei der signierte AbstarglRienkte€) von g definiert durch

Q@ PW" =Re((Q- POW)= 0,5 (& POW (Q@ A1 W.



Die Definition ist unabhangig von der Wahl des ReskP auf g. Durch die Angabe des
NormalenvektordV wird hier eine Orientierung der Geraden g festgjeleei der die Punkte
auf der Seite von g, zu d&Y hinzeigt, einen positiven Abstand haben, und aufashderen
Seite einen negativen. Wir bezeichnen im Folgertiese orientierte Gerade mg(P; W) .

Ein Punkt Q liegt genau dann auf der GeradéR; W) , wennRe(Q - P)DW): Oist.

Definition: Fur einen Punkit auf g(P; W) definieren wir durcﬂL; P,W||i =—Im((L - P)V_V)
einen signierten Abstand véh
|L; P,W||t ist genau dann positiv, wenn bei einer BeweguriglauGeraderg(P; W) vonP

nachL der Vektor NW nach links zeigt. Da die Gerabli®Vsenkrecht z®L verlauft, ist nach
Hilfssatz 3Re((L — PW): 0, folglich (L - P)V_V das Produkt einer reellen Zahl it
WennQ auf der Geraden liegt, die senkrechtgP; W) steht und durch verlauft, dann ist
wegenIm((Q-P)W) —Im(( L- PW =Im(( Q- ) W=0 der signierte Abstand

ILP,W ==Im((Q-P)W),

Hilfssatz 5 U undV seien Punkte mit dem Betragdlsei die Mittelsenkrechte vdua\V , falls
U £V, und andernfalls die Ursprungsgerade durchssei die Parallele zg durch den
PunktP. Dann gilt:

1. Die Abbildung X — X [ULV ist die Spiegelung am
2. Die Abbildung X - (Y—B)DJDH P ist die Spiegelung agp.
Beweis: 1. Bezeichnét den PunktX [U [V, so istg, = —¢, + @, + 8., also
o, -9, =—(¢,—¢,). Die Ursprungshalbgeraden duXtundY liegen darum spiegelbildlich
zug. Dar, =r, 0, I, =r , ist, liegen auclkX undY selbst spiegelbildlich zg.
2. Die Spiegelung ageergibt sich durch Hintereinanderschaltung der Ahlnigen
X - X-P, X - XUV und X - X+ P. 0

Die Spiegelung agp ist die Spiegelung an einer Winkelhalbierenden@eradeng(P; U)
und g(P; V), Diese Winkelhalbierende ist auch eine Winkellexkmde der dazu senkrechten
Geradeng(P;Uu) und g(P;vO).

Die PunkteP auf einer GeradeAB (mit A# B) sind genau die Punkte, fur die es eine Zahl
gibt, sodas = A + s[{B- A, alsoP = (1-s)A+ dIEgilt.P liegt also genau dann
auf der GeradeAB, wenn es Zahlen smitr + s= 1 gibt, so das® = r[A + s[B gilt.
Dabei sind unds eindeutig durchP, A undB bestimmt. Es isP—- A = s[{B- A und

B-P = (1-s)UB- rA = r{B- A. Das Verhaltnis der Abstande des Punke®nA
undB ist darum durch das Verhaltnis voands gegeben. Die Punkte zwisch&mundB sind
genau die Punkte, fur dié< s< 1gilt, also r und s beide grél3ergleich Null sind.

Um auch die Vorzeichen vanunds zu berticksichtigen, beschreiben wir die Lage eines
Punktes P auf der Geraden ABrch das ,signierte’ Teilverhaltnis.

BP
Definition: 9(A, B, P)= tu

AR
Absténde des Punkt&vonB undA. Dabei benutzen wir das Plus-Zeichen, wBrawischen
A undB liegt, und sonst das Minus-Zeichen.

ist das mit einem Vorzeichen versehene Verhéattaers
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FurP = r[A + sIBmit r +s=1unds#0 ist 3(A B, P) =L. Dieses Teilverhaltnis
S

beschreiben wir auch durah: s oder durchr [k : sCkmit einer beliebigen Zaht # 0.

Die wichtigsten Werte vo(A, B, P) sind die Teilverhéltnisse 1, 2 -izl und —%:

» Teilverhaltnisd(A, B, P)=1: P ist der MittelpunktO,5CA+ 0,5B der Strecké\B.
e Teilverhaltnis 2: P ist dann der Punkt%DB&%EB zwischenA und B, der vonB

doppelt so weit entfernt ist wie v (Beispiel:SaufWCin Abb. 1)
* Teilverhaltnis -2: P ist dann der Punk2[A- B, der durch Spiegelung vdd an A
entsteht.

* Teilverhaltnis 0,5: P ist dann der Punk% [{A+2[B) zwischenA undB, der vonA

doppelt so weit entfernt ist wie vd
* Teilverhaltnis -0,5:P ist dann der Punkt A+ 2[B, der durch Spiegelung vahanB
entsteht.
Hierbei ist zu beachten, dass die Summe der VaepaldnA undB stets 1 ist.

1. Der Neun-Punkte-Kreis

Abbildung 1 zeigt den Neun-Punkte-Kreis des Drese®dRC. Bei algebraischen
Untersuchungen zum Dreieck gibt man tblicherwedginktenA, B undC vor und
berechnet daraus andere Punkte. Zur Anwendungotiepliexen Rechenoperationen auf den
Neun-Punkte-Kreis gehen wir dagegen von den Purikt&undW auf dem Einheitskreis
umN aus, die in Abbildung 1 die Seitenmitten V®RC sind. Der Radius unseres Neun-
Punkte-Kreises betragt also 1 und der Betrag dektelw, V undW st folglich ebenfalls 1.

Die folgenden Rechnungen benutzénV undW als Variablen, wobei wir voraussetzen, dass
das DreieckJVW nicht ausgeartet und nicht rechtwinklig ist

Satz 1 Wir definiererH =U +V +W und S::%EH .

Dann istH der Hohenschnittpunkt urelder Schwerpunkt des Dreieck$vVW.
Die Abbildungo Z - — Z + H ist die Streckung mit dem Zentrudund dem Faktor -2.

Beweis: Aus(H -W)[QU-V)=(U +V)QU -V)=E+VU -UV -E= VU -UV folgt nach
Hilfssatz 1Re(H -W )U - V))= 0, daUV zuVU konjugiert komplex ist.

Nach Hilfssatz 3 sind darum die Gerad#W undUV orthogonal.

Aus -2(IZ -S)=-21Z+ 3IS- S0 ( 4~ :folgt, dasso Streckung mit dem Zentru®und
dem Faktor -2 ist.

Wegeno (0,5 +W )xo (0,681H-U > - H-U ¥ H=U teilt S die Strecke zwischemh
und der Mitte0, 5[V + W)von der Seit&/Wim Verhaltnis 1:2. Darum ist S der Schwerpunkt
des Dreieck&JVW. 0



Abb. 3

Definition : o sei im Folgenden stets die Streckung mit dem Zem® und dem Faktor -2.
Wir definierenA=cU)=-U+V+W, B=0c(V)=U-V+W, C=ocW)=U+V-W
undD =0 H )=-U -V -W. Die Vorzeichen-Kombinationemt++, +-+, ++— und ——-—
nennen wir die ,Signaturen’ vola bzw.B bzw.C bzw.D.

Fur die EckpunktéJ ', V' undV' des Hohenful3punkt-Dreiecks vaiBC definieren wir
analog:

Es seio’ die Streckung mit dem ZentrLﬁ‘I::%(U% V'+ W) und dem Faktor -2 und

A=0'(U)=-U+V+W', B'=0'(V)=U'-V+W', C'=0'W)=U+V'- W'
undD':==g'(H")=-U"-V*-W".

Die PunktmenggU, V, W, H hat die besondere Eigenschaft, dass zwei dePuekte stets

senkrecht auf der Verbindungsgeraden der andedem&unkte steht. Wir nennen eine
derartige Punktmenge 'orthozentrierte Vierpunktneériga Streckungen die Orthogonalitat
erhalten, ist auchA B C O orthozentriert.

Bei der Streckung verdoppeln sich die Langen; darum ist der Umkagisrs vonABC
doppelt so grol3 wie der vom Einheitskreis. WegehN £-2[N+ H=H istH der

Umkreismittelpunkt vorABC.

Aus 0,5JA+ B)= 0,51€U+V+W+ U- V+ W) Wolgt, dass W der Mittelpunkt voAB
ist. Entsprechendes gilt fitundU. Aus 0,51C+D = 0,5y +V-W-U-V-WxE-W
folgt, dass—W Mittelpunkt vonCD ist. Dieser Punkt liegt auf dem Neun-Punkte-Krein
ABC, weil =W durch Spiegelung vow anN entsteht. Dieser Kreis enthalt nach dem Satz
von Thales auch der Ful3punit’ des Lots vorC auf AB. Entsprechendes gilt fl* undV'.



Alle neun Punkt&J, V, W,-U , -V, =W, U, V undW'liegen also auflem Neun-Punkte-
Kreis vonABC. Die PunkteH, S N undD liegen auf der 'Euler-Geraden' vABC.

2. Das Hohenfu3punkt-DreieckU'V'W

Definition :

Pn=—1-cos@, - ¢, ) cosp,—¢, ¥ coH,- 9,

Py :=—1+cos@, — @, )~ cosp,—d, ¥ coF,- ¢, ,

P =1+ COS¢V _¢W has COSQW—¢U r CoﬂU_¢V und

Pp=-1- COS¢V _¢W > COS&W—¢U r COﬂU _¢V '

Die Vorzeichen der Kosinusfunktionen entsprechen tier Signatur voA, B, C undD.
In anderer Darstellung ist

0, = Re1-VW+ WU+ UV), p, =Rel- 1+VW- WU+ UV)

0. =Re- 1+VW+WU- UV), p, =Re(1-VW-WU- UV).

Die Summe dieser Zahlen gt + o, + po. + p, = —4. In Satz 2 wird gezeigt, dass von den
vier Zahlen genau eine positiv ist.

Definition : Der Ful3punkt des Lots von einem PuRkduf die Seitengeradg(W', U) bzw.

g(U"V)bzw. g(V',W) des Dreiecks) 'V 'W' sei mit LP,U) bzw. LP,V) bzw. bzw.
L(P,W) bezeichnet.

Abb. 4 Abb. 5

Satz21. W=WU [V,V'=VIWIU undU'=U [V [W.

2. Die Geradd&J'V' bzw.V'W'bzw.W'U' steht senkrecht zur GeradddV bzw.NU
bzw.NV. Das DreieckJ'V'W'ist nicht ausgeartet (unter unserer Voraussetziags
UVWnicht rechtwinklig ist.)

3. A, B, CundD sind die Zentren der Beriihrkreise des Dreig¢k8W' . Einer dieser
Punkte liegt innerhalb des Einheitskreises, die¢ amderen aulRerhalb.

4. py=|AW, U undr?=1-20p,, p, =|B;U"V[ undrZ=1-20p,,
pe =|CVI W und 1l =1-20p ,  p, =|D;W',U[" undr} =1-20p .
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Fuar PO{A B G D ist p, oder-p, Beruhrkreisradius, je nachdem, Bln- oder
Ankreis-Mittelpunkt ist.

5. L(AU) =A-p,[U, L(AV) = A+p, 0V undL(AW) = A+p, W
L(BU) =B+p, U, L(BV) =B-p, 0V undL(B,W) = B+, OV
L(C,U) =C+p. U, L(C,V) =C+p. [V undL(C,W) = C-p. DN
L(D,U) =A-p,U, L(D,V) =D-p, ¥ undL(D,W) =D-p, W

6. FirallePO{ABGC O istL(P,U)+L(P,V)+L(P W) =(3+p,)OF.

Beweis:
1. Da die GeradAB das Bild vonJV bei der Streckungr ist, sindAB undUV parallel.W
und W' sind die Schnittpunkte des EinheitskreisesA®it Die Mittelsenkrechte vobV ist

darum auch Mittelsenkrechte vivW. Nach Hilfssatz 5 ist darum/'=W [U [V und
entsprecheny' =VIW U undU'=U IV [W.

A
B

Vv
Vv

2. Wegen(U -V )(W - N) = (U'- V)W= (UDMOW- UI\OWO V= (UV —UV)WW
=UV -UV sind nach den Hilfsséatzen 3 und 1 die GeradidtundNW orthogonal.
Entsprechend isf'"W' senkrecht zINU undW'U’ senkrecht zINV. Unter unserer

Voraussetzung, dags/W nicht rechtwinklig ist, sind die Gerad&W, NU undNV paarweise
verschieden; darum fallen keine zwei der PubK&” , W zusammen.

H
~. Abb. 6

3. WegenC-D=U+V-W)-(-U-V-W =2[{ U+ V) ist die Ursprungsgerade durch

U+V parallel zur Gerade@D. Sie halbiert den WinkalNV , da die VektorerNU und NV
eine Raute aufspannen. Da andererdditsenkrecht z'W'undNV senkrecht zw'U" ist,
mussCD Winkelhalbierende vom Wink&)'W'V' sein. Da Entsprechendes auch fur die
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Winkel beiU' undV' gilt, sindA, B, CundD Winkelhalbierendenschnittpunkte va¥v'W',
also In- oder Ankreismittelpunkte. Dabei liegt tiekreis-Mittelpunkt innerhalb des
Einheitskreises. (Abb. 6 zeigt, dass der Inkrei@iptinkt nicht notwendi® ist; er ist nur
dann gleictD,wennN im Innern vonUVW/liegt.) Da je zwei Punkte ifA B C O ihren

Mittelpunkt auf dem Einheitskreis haben, konnem&eawei im Innern des Einheitkreises
liegen. Es kann auch kein Punkt oA B C O auf dem Einheitkreis liegen, da wir

voraussetzen, dagB/Wnicht rechtwinklig ist.

4. (A-W)U=(-U+V+W- UIMOWOU=- B DU WO U 0 \. Darum ist nach
Hilfssatz 1 und 2

WOU)= - Re(E} ReMIU¥ Re(MJU3 Re{TW3

-1-cos@, — @, * cosp,,—@, *¥ CoH,— ¢, Fp,wegen der Symmetrie der Kosinus-
Funktion.

r2=AA=(-U +V +W)[{-U+V+ W =3[E-U [V-VU+VON+ WOV UIW W |=
E-(A-W)U-(A- W)OU=E-2[JAW",U". Da der Betrag vop, =|AW",U" der
Beruhrkreisradius zu A ist, kann, nur dann positiv sein, wemklnkreis-Zentrum ist, denn

nur dann liegA im Innern des Einheitskreises.
Die Aussagen fur B, C und D ergeben sich entsprethe

5. Aus|AW', U[" = p, folgt p,@W =A-L(AU),alsoL(AU) =A-p,U. Wegen
(A-W)IV=(-U+V+ W- UMOWO\=- W B W ¥ O \ist|AW, U =-
und darumL(A,V) = A+ p, V. Die Ubrigen Gleichungen ergeben sich analog.

6. L(AU)+L(AV)+L(AW) =30A p, - U+ V+ W=(3+p,)0.. FurB, CundD
schliel3t man entsprechend. 0

Hilfssatz 6:
P, =0,5l [V + W)U - V)I{U- W), Py =0,5V LU +W)V- U)LIV- W),
O =0,5W U +V)OW- U)QW- V),  p, =-0,5[ [V WU+ V)(V+ W W+ U).
Beweis :
=Re(1-VW+ WU+ UV)= 0,57€ 22 VW- WW WU UW UV¥ VLU
= O,5[U7E(\7+V_V)E(U— V){U- W) und entsprechend fir die anderen signierten Radien

Pp kann man auch in der FoerO,SEUTE(\7+V_V)E(U+ V)AW+ U) oder
-0,50V W + U)QU + V)QV+ W) oder -0, 500 U + V)QV+ W)W+ U) angeben.

. 2 2 2
Satz 3. Sei =—-_ V=== und e —
- U =Tiw P T weu Vo = U +V
Analog seiy._ = 2 V., = 2 undW,, = 2
U= ™ T WU Vv

O, bzw. o;, sei die AbbildungZ - -p, [Z+ D bzw.Z - —p, [Z+ A. Dann gilt:
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1. o, bzw.o;, ist die Streckung mit dem Faktetp, bzw. -p, und dem Zentrum

D
bzw.
+p,  14p,

U'V'wW' ab.
2. Die Seitengeraden vds, VW, bzw. U,V W, sind die Tangenten an den
Einheitskreis in den Punktés$ VundW bzw.U, -V und-W .

. Sie bildet das Dreiecl VW, bzw. U,V W;, in das Dreieck

3. Die GeradetU,,, VV,, undWW,, schneiden sich im Punkt:= —D—;J+—pV i -
D
4. YU - P
Up-U  4+p,
LYo

Abb. 7

Beweis : Wir fihren den Beweis fiar,,. Fur o, ergibt er sich bei Ersetzung vdidurch
-V undWdurch-W.

D D . . .
W -0, [ Z+D- =- Z- t die Streck t dem Fakt
egen-p, T o, pDEE 1+ij ist o, die Streckung mit dem Fakterp,

und dem ZentrumL. Mit Hilfssatz 6 errechnet man

1+ o,
2 U IV WU+ V) V+ Wh
OrpUrp) =-ppE==+D= it —)H— WH LJ+D
V+W V+ W

UQUHOgW%%mW+U+D:UQUH0mN+w—U—V—W=DWM:U
+

Entsprechende Rechnungen ergeben(V;,) =V' und g, (W) = W'.
0, bildetN in D ab und derkEinheitskreis in den Kreis uid mit dem Radiuso, .

12



Da Streckungen Tangenten in Tangenten abbilderdien8eitengeraden vadn 'V 'W'*
Tangenten an den Kreis ulnmit dem Radiuso, sind, missen die Seitengeraden von
U, VoW, Tangenten an den Einheitskreis sein.
3. und 4. Um zu zeigen, dagswf UU,, liegt, reicht es, die vierte Behauptung zu zeigen,
% eine reelle Zahl ist. Dazu berechnen wid -U '-V'-W'-U[{4+ p, ) =

Po
U+V +W-UVW- UVW- UVW-30W0,500 B W ¥ UVW UVW W U W
—2[ +1,5V + 1,5W- UVW- 0,5UVW- 0,3UVW 0,58 ¥ 058 W
-0,50U -V )[U -W)U {2~ UV- UW).

2-UV -UW

WegenU,, -U =——————— folgt

genUy, VW g
-D-U'-V'-W'-U[{4+p,) _ —0,50U - V)QU- W)0U(2- UV- UWI( W W

U, —-U 2-UV -UwW

-0,5[U -V)[U —W)@ E(T/+V/): -p, . Daraus folgt die 4. Behauptung.
DassY auch autVV,, undWW,, zeigt man analog. O

Entsprechende Aussagen wie BiundA in Satz 3 lassen sich auch &iundC angeben.
Abbildung 7 zeigt, dass sich die Geradenu,,, V'V,; undW'W, in dem

Streckungszentrunz,, = schneiden. Dabei ist N(D, Z,;, 9o, .

1+ p,
Der PunktY wird als 'Symmedianpunkt' vddVW bezeichnet. Aus der 4. Behauptung folgt

U, Y, U) :4%. Far die Teilverhaltnisse aMV,, und WW,, gelten entsprechende
D
Aussagen.

In Abbildung 8 ist zu dem Dreieck ABC das Dreieek @unkte-A, —B und -C

gezeichnet, das durch Spiegelung der Eckpunkte @ondihatenursprung N entsteht. Bei
dieser Spiegelung geht das Orthozentiinon ABCin das Orthozentrurd des gespiegelten
Dreiecks Uber. WegeA—-(-B) = A+ B=-U+ V+ W+ U- \+ W 2[OWist die
Verbindungsgerade vohund -B parallel zum VektoNW, folglich senkrecht zur Geraden
U 'V'. Auf dieser Verbindungsgeraden liegt also ddgdtunkt des Lots von A auf 'V'. Der
FuRpunkt ist nach Hilfssatz 4 der Purikt 0,5{A+V - (A- V )D\*). Sein Abstand von A

ist der Betrag vorRe((A-V ')H_J), und sein Abstand von V' ist der Betrag von

Im((A-V") DTI) Entsprechendes gilt fir die anderen Lote vonRiemkten A, B, C und D

auf die Seitengeraden des Dreietkd/ 'W".

Fur verschiedene Punki® QL{ A B C D geht die Verbindungsgerade von P ur@

durch Spiegelung aN in die von Q und-P tber. Darum liegen auf jeder Seitengeraden g
des Dreieckd) 'V'W' die vier Ful3punkte der Lote von den PunktefAnB C O

spiegelbildlich zur Lotgeraden zu g dumdh

13



C
Abb. 8

Definition : Die signierten Abstand&/;V', U, U 5W", V|, und|V ;U " W[’ der Eckpunkte
des Dreieckd) 'V 'W'seien im Folgenden mit u, v und w abgekurzt.

+
|

Satz 4: 1. u=20mWV) = 2[5in@, -4, ), v=20mUW) = 205in@, -4, ) und
w=20m(\VU) = 2[5in@, - 4, ).
2. Fur die FuBpunkte der Lote von D auf die Seiteaden vord’'V'W' gilt:,
IL(D,W); U',W" = 0,501~ u+ v W),
IL(D,U);V",U[’ =0,50u~ v+ w) und
IL(D,V);W', V| =0,50(u+ v w)
Beweis : 1.
u=W45 V', U == Im((W= V)OU = - Im((UVW- UVWO Y= Im( W¥ W)= 20m( W).

14



Dies ist gleich2($in@,, — ¢, ) nach Hilfssatz 2.
Die anderen beiden Gleichungen berechnet man analog

2. |L(D,V); W', V" ==Im(( D- W) D) = - Im((- U- V= W= UVWO Y=
IMUV) +Im(E) + Im(WV) + Im( UW = —=Im( VU +Im( WY+Im( UW=0,51- w & )

Fur die anderen Lotfu3punkte in Abbildung 8 lassieh entsprechende Gleichungen wie in
der 2. Behauptung zeigen. Sie unterscheiden sichnrden Vorzeichen von u, v und w.

2[3in@, —¢,, ) ist nach der 1. Behauptung von Satz 4 der signikbistand der Punktg '
und W ' auf der Geraderg(W 'V). Andererseits istsin(@, —¢, ) auch der signierte

Flacheninhalt des von den Vektor&W und NU aufgespannten Parallelogramms. Folglich
ist |U ';W',V||i viermal so grol3 wie der signierte Flacheninhast DecieckdJNW,

W W

Abb. 9 Abb. 10

In Abbildung 9 sind die Richtungswinkel (Argument&r PunkteJ, V, WundW'
eingezeichnet. Es ish,. =@, .o =9, + 9, + &, =0, +9, -9, also
Gy + O =@, + 9, . Die Winkelhalbierenden der Wink&/ ' NWundUNV stimmen darum

Uberein.
Abbildung 10 zeigt, dass der Wert des WinkelmaResW'NU ' doppelt so grof3 ist, wie der

vonUNV. Denn man errechnet,. —¢,. =-¢, +¢, +¢,, — (¢, -9, +9,) =2L¢,— ¢ ). Eine
dazu aquivalente Gleichung istrgU V )= 20arg{U .
Wegen des Kreisumfangwinkelsatzes gibt es einearedgsammenhang zwischen den

WinkelnUNV und U 'W'V'. In Abbildung 10 istJUNV =18C° -0 U 'W'V', bei anderer
Lage von W auf dem Einheitskreis wie in Abbildurigidt TUNV =-0OU'W'V"'. Dabei ist

in Abbildung 11 im Unterschied zu Abbildung 10 degnierte Abstanqi\/ W U||i positiv,

da bei einer Bewegung viW ' nachV ' der VektorNU nach links zeigtu ';W',V||i ist in
beiden Abbildungen positiv.
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UI
Abb. 11
Satz 5.
L U-w)qv-w)=|usw, ¥ v, w, fOaL
2. WennU ;W' V[ VS W, U > 0 ist, dann istDUNV =0V'W' U'=-0 U'W V.
Wenn|U W' VIV W, U < 0ist, dann istDUNV =18°P-0U 'W'V "

|
Beweis: 1JU ;W' V" [V W', U’ OVOU= 20m(UWROm(VWO VI &
(—(UW -UW) O0) {-(VW- VWD) OMJU= -( UW- UW VW VYW V §
VAW + E+ UV - U'WP= (UVW- UVWIL UVW UVWE( Y W Y Y
2. folgt unmittelbar aus 1., darg(-P)= 180+ argP ist. O

3. Die Stern-Abbildung

Definition : Unter der Stern-Abbildung verstehen wir die ABbhg Z - Z* =Z uovow
auf der komplexen Ebene.

Ein Vergleich mit der Streckung — - [Z+U+V+ W mit dem Faktor -2 und dem
Schwerpunkt votyVWals Zentrum zeigt, dass bei der Stern-AbbildurghMiultiplikation
die Rolle der Addition Gbernimmt.

Satz 6: Die Stern-Abbildung hat folgende Eigenschaften:
1. Fur alle Punkt® gilt r,. =r; und @, = -2[@, + P, + P, + P,
2. IstQ* ein weiterer Bildpunkt, so igh,. —@p =20@, —@,). Im Fall r, =r, = list
der Abstand vo®* undQ* gleich |2 Dm(P6)| :

3. WennP undQ punktsymmetrisch zN sind, danrist P* = Q* .

Uu*=U",V*=V' undW* =W . AuBerdem isty & WV *= UD/DW.

Die Stern-Bildpunkté&*, B*, C* undD* sind die Bilder vorA, B, C undD bei der
Streckungo':Z - -2[Z+U'+V* W'mit dem Faktor -2 und dem Schwerpunkt von
U'V'W' als Zentrum.

Beweis : 1. ergibt sich unmittelbar aus der Grugeleschaft, da die Betrage vonVundW
gleich 1 sind.

ok
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2. ¢Q* _¢P~ = _ZWQ+¢U +¢v +¢W_(_ZWP+¢U+¢V+¢W):2H¢P _¢Q)'
Im Fall r, =r, = list der Abstand voR* undQ*
o1 . — |,
2[~}|n(5 @o — Pp- )* = 2[|]sm(15Q -9 b:| Zjlm(Pq,
3. folgt daraus, das(s—P)2 =(-P)? = P2=F ist.
4.0 =U" U IVIW=UIVOW= U undU*M* W = UDVONOULMOWOUINOWE WD
5, A =(-U+V+W2IUVW= (U~ +V° +W’ =20V + VW - 20W) lUVW
= WW +UVW +UVW - 2(W —U +V)=-2A+U +V +W". O

Um die zweite Behauptung von Satz 6 so zu versehadass auch signierdbdstande erfasst
werden, fihren wir folgende Abktrzung ein:

Definition: PxQ = PQIULVIW
Dann istPxP= P*,

Hilfssatz 7: P und Q seien Punkte auf dem Einheitskreis Bnd Px Q. Dann gilt:

1. Auch R liegt auf dem Einheitskreis und die GeradR und P*Q* stehen senkrecht
aufeinander.

2. |P% @, PxQ =2 Im( POQ
Beweis: 1.(P* -Q) [(Px Q=( P IUIVIMW- OOUNMIWO P QU Y W PO ©.
Darum ist nach Hilfssatz 1 der Realteil vf@* —Q) [Px Q gleich Null und die erste
Behauptung folgt aus Hilfssatz 3.
2. [P5Q, PxJ =-Im(( P -@ OPx R=+4m( ARG Q)P=2 [n( B)C 0

Definition : Unter Sign(P) fur P # N verstehen wir den Punk%—EP auf dem Einheitskreis.
r

P

Statt Sign(P) verwenden wir auch die BezeichnuRg (E fir ,Einheit’).

tz 7
Sa—l. A*, B*, C* undD* sind die Berlhrkreismittelpunkte zum Dreieck
A'B'C'=0'(U)a'(V)o'(W).

2. SeiPO{A B G D und p,. := -2[p,. Dann ist|p..| der zuP* gehorige
Beruihrkreisradius und es giif. =1+ p,. oderr,. =1- p,. . FallsP* zNist, berlhrt
der zugehorigen Beruhrkreis den Einheitskreis imkP@. mit dem Richtungswinkel
o =20, +¢, +¢,+9,.ImFallP*=N fallen der Berthrkreis und der
Einheitskreis zusammen.

3. —|ALULA XU+ AV, AxV + Ar W, Ax W =0,
Fur B, C und D gelten entsprechende Gleichungempasisender Signatur.
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Abb. 12

Beweis: 1. Dao' eine Streckung ist, werden die Berlhrkreiszeniedd, C undD von

U'V'W in Beruhrkreiszentren abgebildet. Die Behauptiohgt darum aus der 5. Behauptung
von Satz 6.

2. Wegen des Streckungsfaktors -2 ist d¢p,e1 der zuP* gehdrige Beruhrkreisradius .

Nach Satz 2 istP2 =1+2p, oder rF,2 =1-2p,. Darum folgt auch die 2. Behauptung aus
Satz 6.

3 AU AU+ AV A+ AW A W =
—20m(A. [U)+ 20m(A V) + 20m(A DV)= 20m(ACE U+ V= W= Z0m( AD A=
|m(iDAD_AJ=|m(rA)=o 0

r.A
Die vier Punkte AL=Sign(A*), B.=Sign(B*), C.=Sign(C*) und D_.=Sign(D*) werden
Feuerbachpunkte des Dreieck&d'B'C' genannt nach ihrem Entdecker Karl Wilhelm

Feuerbach (1800-1834). Die vierte Behauptung betledass fur diese Punkte die Summe
von zwei der Abstande von den Seitenmitten YoB'C' gleich dem dritten Abstand ist.
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4. Nagel-Punkte

Nach Christian Heinrich von Nagel (1803-1882) liagt jeder Verbindungsgerade von einem
PunktP 'mit PL{U, V, W und einem Punkd* mit QLI{ A B G D ein FulR3punkt eines
Lots von einem der Punk#g B, C oderD auf eine Seitengerade des Dreietkd/ 'W'. Dies

wird in Satz 8 gezeigt. Die Punki@ mit QLI{ A B G D werden Nagel-Punkte von
U 'V 'W'genannt. (Siehe Abb. 13)

C*

Abb. 13

Die Abbildung 14 fasst noch einmal einige Aspekisaanmen. Statt die Lote von A, B und C

auf die Seitengeraden vanh'V 'W' zu ziehen, kann man die Lote vom Orthozentrum $1 de
DreiecksUVW aus fallen (vgl. Abb. 8).
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¢
U V
C
Abb. 14

Satz 8 Fur allePO{U,V,W undQ,R{ A B C D, fur dieP ', QundRkollinear sind,
gilt:
1. P, L(Q, P) und R* sind kollinear.
LQP-P__4
RT-PJORY

Beweis : Wir fihren den Beweis ffr=U, Q=AundR=D . Fur andere Kombinationgmeht er
analog.

Nach Satz 2 ist (AU)-U"' = A-p,U-U"

=-U +V +W-Ref 1- VW+ WU+ UV)OU- UWV

=V +W+Re(VW)OU- Re(WUJU- ReUVU- UVW

=V +W+0,50VW+ WWOU- 0,5(WU UWD U 0,51(U¥ VUI B UW
=0,5lV + 0,AW+ 0,5UVW+ 0,5UVW- 0,53 W 0,83 \* UW
=0,5VWOW- U)U- V)IQUV+ 20VW- WU).

2.

(wobei|QR der Abstand von Q und R ist).
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Nach Satz 6 isD*-U' = 2D +V '+ W' =2[U + 20V+ 20N+ UVW+ UVV
=VWV+ W) Q UV+20VWA WU).

Darum ist
L(AU)-U' _0,5VWLOW- W)U~ V) UV+ 20VW- WY_ 0,51 W(W Yi( Y Y
D*-U' VWOV+ W) QUV+20VWE WY V +W) '

WegenA-D=-U +V +W-(-U- V- W =2[(\* W und|AD[" =40V + W)[{V+ W) und

weil nach Hilfssatz o, gleich 0,5 [V +W)(U - V)(U- W) ist,
gilt andererseils o B
_4Cp, _ 0,5 OV +W)OW- U)QU- V) _ 0,50U0W- UJJ(U- V)

|ADf V+W)IV+W) v +W)
Da dies eine reelle Zahl ist, siktl, L(A U) und D* kollinear. 0
: : iy _4lp,
Nach der 2. Behauptung ist also das TeilverhaliRR*,L( Q B, P) = |QHZ .

5. Die affine AbbildungA

Abb. 15

Definition : Eine affine Abbildung der komplexen Ebene isteeAbbildungd der
Punktmenge mio(r [P +s[Q) = rld(P) + sLd( Q fur alle Punkt, Q und alle reellen Zahlen

r,smitr+s=1.

Daraus folgt, dass eine affine Abbildudgfolgende Eigenschaften hat:
WennP, Q undR kollinear sind, dann auc(P), 4(Q) und d(R)

* Fur alle Teilverhaltnisse kollinearer Punkte gitP, Q, R)=Z(d0(P),0(Q,d( R).
» Parallele Geraden werden in parallele Geraden dbdgeb

Die Orthogonalitat bleibt bei affinen Abbildungeicinit notwendig erhalten.
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Definition : Unter der Abbildund\ verstehen wir die Abbildung
Z - Z-(U+V+W)+ ZI{ UV+ VW& WU

Dann ist unter der Voraussetzungs =1

ArP+s@Q=rP+¢0Q-(r+ QU+ V+ W+( OO B Q1 Uy VW WU
rP - (U +V +W)+ PQUV+ VW+ WU+ § O( U ¥ W Q@ UY VW WL
r [A(P) + sS[A(Q) . Darum istA affin.

In Abbildung 15 ist die EllipsA-Bild des Einheitskreise® ist das Zentrum der Ellipse, welil
A(N) = D. Die Schnittpunkte des Einheitskreises mit deip&# sindU ', V', W'und Dy.

Satz 9: A hat folgende Eigenschaften:
1. Die Bilder vonU,V,W, N, H, S sind beziehungsweisg 'V '"W', D, D* S.

2. DurchA werden die Ful3punkte der Lote drauf die Seitengeraden vah/W auf
die FuBpunkte der Lote vdt auf die Seitengeraden vah'V 'W' abgebildet.

3. Der Feuerbach-Punif ist Fixpunkt vonA.
Beweis : 1.AU)=U - (U +V +W) + UQQUV+ VW+ WU = UVW,
A(N)=-(U+V+W)= D,
AH)=U+V+W-(U+V+W+(U+ V+ W[ UKW VW WLE=
V+UVW+ W+ U+ W+ UVW- UVW V W20 b W ¥ W 1
B(5) =8 AU+ V4 W =AY+ A0 +A(W) = 30 Ur Ve W= ¢
2. Der FuBpunkt' des Lots von H auf die Gera¥éW' ist wegenH — A=2[U der

FuBpunktL(A U). Darum istL' nach Satz 8 mit ' und D* kollinear. Dal.' folglich der
Schnittpunkt der Geradevi'W' undU 'D* ist und dies dié&-Bilder der Geradel'Wund
UH sind, muss der Schnittpunkidieser beiden Geraden daJrbild vonL' sein.

3. WennZ Fixpunkt vonA ist, dann giltZ = Z - (U +V+ W) + Z[{ UV+ VW+ W), also
. =__U+\7+V_V _ _(_U+T/+V\I)Eq Ut v+ W

Uv+VW+ WU (UV+ VW WY U ¥ W

2 2

r re _D*rf _ .
S, ==D=—E—TE=DE,danachSatz(SD,k=rD2 ist. [
20U +V +W)+ UVW+ UVW+ VUW DB 1, T,

Bremen, 12. 4. 2013
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